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Nagot om logik och logisk semantik

1 Sprak och sanning

En viktig sak hos ett sprak dr att det tillater oss att gora sanna och falska yttranden.

1.1 Sanningsvillkor: vad satser siger

Att veta vad en sats’ betyder dr att begripa hur tillvaron maste vara beskaffad for att satsen
skall vara sann. Detta dr en central idé inom “logisk semantik™: En sats’ betydelse dr dess
sanningsvillkor. Att forsta en sats’ sanningsvillkor dr nagot annat &n att veta om dessa villkor dr
(kommer att bli) uppfyllda eller inte.

Nagra exempel:

e Solen kommer att explodera inom tre miljarder dr.
Detta handlar om en sak i framtiden som &r svar att bedoma, men vi begriper vilken
héindelseutveckling som maste till for att detta skall vara sant.

e Fredrik Reinfeldt dr fodd pa en torsdag.
Du vet antagligen inte om detta dr sant eller falskt, men det dr ganska ldtt att undersoka
hur det dr med detta.

o Fredrik Reinfeldt kommer att avga som partiledare pa en torsdag.

Detta dr rimligtvis omojligt att forutsdga, men det dr latt att begripa vad som maste ske
for att det skall bli sant.

Att veta hur man verifierar eller falsifierar en sats innebér oftast att man vet mer dn vad den
betyder. Exempelvis, om vi tar en ring och sidger om den att denna ring dr av 18 karat guld, da
har vi foljande skillnad:

e Sanningsvillkor: Satsen dr sann om 75 % (18/24) av ringens vikt utgors av grundimnet
guld. (Vi bortser fran komplikationen att t.ex. ddelstenar kan inga i ringen.)

Det hidr vet man om man dr nagorlunda allminbildad, eller sa kan man sla upp det i en
ordbok (karat). Satsen ir begriplig for gemene man.

e For att verifiera om satsen &r sann (att angiven guldhalt foreligger) maste man ha expert-
kunskaper och tillgang till laboratorieutrustning. Det dr ingenting man normalt kan gora
hemma.



1.2 Varfor sanning ér viktigt

En viktig funktion — men inte den enda — hos sprakliga yttranden &r att beskriva verkligheten.
Med hjilp av spraket kan manniskor pa sa sitt 6verfora kunskaper mellan varandra. Detta dr av
stort vérde, eftersom kunskaper viktiga for att man skall lyckas med olika foresatser. Dessutom
ar kunskaper ofta dr svara att uppna och i manga fall bygger de pa dyrkopta erfarenheter.

Om man t.ex. skall ge sig ut och plocka svamp till en svampstuvning sa maste man ha vissa
kunskaper. Man bor da se till att kunnig person berittat for en vilka svampar som r ofarliga
och goda eller att man lédst pa ordentligt i svampbockerna. Annars riskerar man livhanken eller
att koka ihop en dcklig svampstuvning. Det ir riskabelt att sjidlv, genom experiment, bestimma
vilka svampar som &r ofarliga. Det dr givetvis viktigt att den information man fatt dr sann.
Annars finns risken att man tror att giftiga svampar ar ofarliga.

Nir ménniskor skall koordinera sina handlingar maste de ofta avtala om olika tillvigagangs-
sitt. De maste da vara ense om vad det innebdr att uppfylla (gora sanna) satserna i avtalet. Om
jag har skrivit att det &dr en lektion 2008-02-08 kl. 10-12 i sal Eng16/0042, sa maste ldrare och
alla studenter forsta vad det innebir. Annars finns det risk att ndgon part férvéntar sig en lektion
vid en annan plats och tid, och ddrmed missar en lektion eller forflyttar sig i onddan.

I juridiska sammanhang star sanningen i centrum. Rittssikerhet innebir att lagen skall
tillimpas utifran samma Kkriterier och utifran vad som verkligen hint, oberoende av vilken tid,
plats och person brottsmisstanken avser. En rittegang handlar i mycket om att utreda vad som ar
sant i en sa objektiv bemirkelse som mojligt. Det ér viktigt att bedoma vittnesmals sanningshalt
och se till att olika undersokningar kommer fram till sanningen. Réttssikerheten bygger alltsa
pa att lagstiftning (och réttspraxis) pa ett klart och precist sitt definierar vari ett visst brott bestar.

Spraket tillater oss alltsa att sdga hur det dir, kort sagt. For att tilldgna sig ett sprak maste man
alltsa ldra sig att i manga fall avgora om ett yttrande korrekt beskriver tillvaron eller inte. Spraket
maste med medel som kan liras (lexikon och kompositionell semantik) tillata oss att beskriva
otaliga aspekter av tillvaron. De forhallanden vi bor kunna beskriva kan inte bestimmas pa
forhand. Ett sprak maste, p.g.a. dessa omstindigheter, vara sa flexibelt att bade sanna och falska
utsagor kan formuleras. (Tillgangen pa negation gor att det kommer att finnas en sanning per
falsk utsaga och vice versa.)

Begreppet ”sanning” har en innebord som gor att man kan tillimpa det pa nya yttranden och
pa nya sprak. Begreppet “sanning” ér baserat pa generella principer som torde kunna tillimpas
pa alla sprak. Man kan knappast tidnka sig ett sprak som inte gor det mojligt att gora sanna och
falska yttranden. (Den mojligheten verkar ligga i sjdlva begreppet ”sprak™.)

Fraga (1): Detta avsnitt har handlat om saklig kommunikation av fakta, alltsd situationer da en
talare rakt och arligt uttrycker sina kunskaper (och ddrmed avser att tala sanning) eller avsikter.
Men det finns givetvis en massa andra typer av sprakanviandning. Forsok gora en lista 6ver nagra
huvudtyper och forsok analysera vad som skiljer dem at.

2 Satslogik

Satslogiken tillater oss att fanga vissa elementira logiska samband mellan satser.



2.1 Konjunktioner i grammatisk bemirkelse

Satser kan sittas samman till mer komplicerade satser (man kan dven sidga “meningar”) med
hjélp av olika typer av konjunktioner. Vissa av dessa fangar tidsliga och rumsliga samband, t.ex.
medan, innan och ddr. Andra anger orsakssamband, t.ex. effersom och emedan, eller motiv, t.ex.
for att. Dessa konjunktioner handlar alltsa om olika sakligt” grundade foérhallanden, men det
finns dven konjunktioner som uttrycker rent logiska kopplingar, t.ex. och, eller och —1 vissa fall
— om. Satslogiken behandlar semantiken bakom dessa (men kan inte anvidndas for att analysera
de “sakliga” konjunktionernas semantik).

2.2 Sant och falskt

Den satslogiska analysen noterar bara en aspekt hos satser, ndamligen om de &r falska eller sanna.
De tva mojligheterna fangas i begreppet sanningsvérde. Sant och falskt ér de tva sanningsvir-
dena. Vi skriver fortséttningsvis S och F for dessa. Satslogiken dr en matematik som &r baserad
pa enbart dessa tva virden. Satserna ir, ur satslogikens synvinkel, enbart barare av sannings-
virden. Alla andra drag hos satser ignoreras i satslogiken. Satslogiken ensam kan inte hjélpa
oss att gora sérskilt manga upplysande analyser av naturligt sprak, men den utgor en oumbirlig
komponent i alla de mer uttrycksfulla typer av logik som anvinds i semantiken.

Detta sitt att se pa sanning, att satser #r sanna eller falska, innebir en idealisering och/eller
forenkling. Vi kan givetvis dven se sant och falskt 1 termer av gradskillnader, men detta synsitt
brukar inte gora sig gillande i1 elementir logik.

2.3 Satssymboler

Eftersom vi bara beaktar satsers sanningsvérden i satslogiken, sa kan det vara praktiskt att for-
korta dem. Av den anledningen infor vi bokstidver som p och ¢ for att representera godtyckliga
satser. (Vi borjar med p eftersom en sats i logiken (och pa engelska) ofta kallas en proposition.)

2.4 Negation

Om vi har en sats kan vi negera den, t.ex. kan Uppsala ligger vid viistkusten negeras till Uppsala
ligger inte vid viistkusten. Om vi utgar fran en sann sats blir dess negation falsk och, vice versa,
tar vi en falsk sats (som i exemplet) sa blir dess negation sann. Detta &r en grundprincip i logiken
som stammer bra med vara vardagliga intuitioner for de flesta satser.

Om vi inf6r ”—=" som symbol for negation (motsvarande infe), sa kan vi sammanfatta nega-
tionens semantik som i denna tabell.

godtycklig sats: | dess negation:
I symboler: p -p
Mgjlighet (1): S F
Mgjlighet (2): F S

2.5 Konnektiver, t.ex. konjunktion, disjunktion, materiell implikation

Konnektiver dr sadana operatorer som binder samman tva satser sa att den sammansatta satsens
sanningsvirde dr bestdmt av delsatsernas sanningsvérden. Vi skall ta upp tre av dessa: konjunk-
tion (och) for fallet da tva delsatser samtidigt maste vara sanna; disjunktion (eller) for fallet da



minst endera av tva delsatser maste vara sann; (om ..., sd) for fallet da andra delsatsen maste
vara sann 1 den hindelse den forsta dr sann.

2.6 Konjunktion i logisk bemirkelse

Konjunktionen och verkar (ofta) fungera sa att den kopplar ihop tva satser till en sats som &r
sann om och endast om de tva delsatserna bada dr sanna. (Om en delsats ir falsk eller bada tva
ar det, sa blir den sammansatta satsen falsk.) Satsen Karl XII var kung och Pompe var en hund ar
sann, darfor att satserna som och kopplar samman bada &r sanna. Satsen Karl XII var kung och
Pompe var en katt dr saledes falsk. I satslogiken anvinds bokstidver som forkortningar av satser,
medan symbolen ”A” motsvarar och. Om vi kallar Karl XII var kung for ”p” och Pompe var en
hund for ”q”, sa kan vi komprimera Karl XII var kung och Pompe var en hund till ”p A\ q”. Pa
detta sitt doljer vi alla detaljer som satslogiken ignorerar.

Pa grund av en olycklig terminologisk omsténdighet kallas den satslogiska operatorn ”A” for
konjunktion. Detta &r ett logiskt begrepp och inte ett grammatiskt. Ordklassen “konjunktion”
ar nagot helt annat. De allra flesta grammatiska konjunktioner (t.ex. eller) uttrycker inte logisk
konjunktion. Ordet “konjunktion” star alltsa for tva mycket olika begrepp. (Ordet och rakar
dock vara en en konjunktion grammatiskt sett samtidigt som det uttrycker logisk konjunktion.)

Operationen “konjunktion” definierar ett sanningsvirde — givet att dess tva argument star
for sanningsvérden — enligt denna tabell:

Pl q| p/Ng | exempel
S| S| S | Monaco ligger vid Medelhavet (p) och Monaco ir ett furstendome (q).

(p A\ q komprimerat:) Monaco dr ett furstendome vid Medelhavet.

S|F F | Monaco ligger vid Medelhavet (p) och Monaco dr en stormakt (q).

(p A\ q komprimerat:) Monaco dr en stormakt vid Medelhavet.

F|S F | Monaco ligger vid Stilla oceanen (p) och Monaco dr ett furstendome (q).
(p N\ q komprimerat:) Monaco dr ett furstendome vid Stilla oceanen.
F|F | F | Monaco ligger vid Stilla oceanen (p) och Monaco dr en stormakt (q).

(p N\ q komprimerat:) Monaco dr en stormakt vid Stilla oceanen.

Bokstidverna ”p” och ”g” star for satser och darmed for sanningsvarden. Det finns tva moj-
ligheter per sats, sann (forkortat ”’S”) och falsk (forkortat ”F”’). Det blir, som vi ser, totalt fyra
mojligheter for tva satser. For vart och ett av de fyra fallen specificerar tabellen sanningsvirdet

»

hos ”p A q”. Denna tabell definierar fullstindigt operationen ”\”.

2.7 Disjunktion

En annan viktig sanningsoperator ér disjunktion. Den tecknas med symbolen ”V”. Disjunktio-
nen av tva satser dr den sammansatta sats som 4r sann om minst en av operandsatserna dr sanna.
Den uttrycks pa svenska som eller eller — om man vill vara sérskilt tydlig — och/eller.



Denna tabell definierar fullstéindigt operationen ”V”” och ger nagra konkreta exempel.

P | q | pVg | exempel

S| S| S | Monaco ligger vid Medelhavet (p) eller Monaco grdnsar till Frankrike (q).
(pV q komprimerat:) Monaco ligger vid vid Medelhavet eller grinsar till Frankrike.

S| F S | Monaco ligger vid Medelhavet (p) eller Monaco grdnsar till Spanien (q).
(pV q komprimerat:) Monaco ligger vid Medelhavet eller grinsar till Spanien.

F|S S Monaco ligger vid Stilla oceanen (p) eller Monaco grdnsar till Frankrike (q).
(pV q komprimerat:) Monaco ligger vid Stilla oceanen eller grinsar till Frankrike.

F|F F | Monaco ligger vid Stilla oceanen (p) eller Monaco grdnsar till Spanien (q).
(pV q komprimerat:) Monaco ligger vid Stilla oceanen eller grinsar till Spanien .

2.8 Materiell implikation

Sanningsoperatorn materiell implikation, med symbolen ”p — ¢, dr relaterad till villkorlighet.
”p — q” ("p implicerar ¢”) dr sann precis i de fall delsatsen ¢ dr sann givet att delsatsen p dr
sann. Om p ir falsk dr p — ¢ sann. p — ¢ dr falsk enbart nér p &r sann och ¢ &r falsk. I motsats
till konjunktion och disjunktion spelar delsatsernas ordning alltsa roll.

En materiell implikation ”p — ¢” kan dven utldsas "Om p, sa ¢” (g, om ¢”). Man bor
dock notera att satser av typen “om ..., sa ...” generellt sett i svenskan ofta uttrycker mer
substantiella samband. Materiell implikation handlar bara om sanningsvirden.

Exempel:

q | p— q | exempel

S S Om Goteborg ligger vid Gota dlv (p), sa dr Géteborg en hamnstad (q).

F F Om Goteborg ligger vid Gota dlv (p), sa idr Norrmalm en del av Goteborg (q).

S S Om Goteborg dir Sveriges huvudstad (p), sa dr Norrmalm en del av Goteborg (q).
F S Om Goteborg dir Sveriges huvudstad (p), sa dr Norrmalm en del av Goteborg (q).

M| T DD

Materiell implikation blir mest intressant i kombination med en element av generalitet. Lat
oss betrakta satsen Om du dr i Goteborg, sa dr du vid vistkusten. 1 detta sammanhang kan du
tankas representera en godtycklig person. Satsen kan didrmed ses som en generell ”geografisk”
sanning.

Vi far fyra logiskt mojliga fall, varav tre dr geografiskt mojliga. (p: Du dr i Goteborg. q: Du
dr vid vdstkusten.)

p — q | exempelsituation
S Du dr i Goteborg och vid vdstkusten.
F Du dr i Goteborg, men inte vid vistkusten. (Geografiskt omojligt.)
S Du dr i Halmstad och vid vdistkusten.
S Du dr i Uppsala och inte vid vdistkusten.

| T D] DT
| D] | DR




2.9 Konnektiver, oversikt

sats (1) | sats (2) | konjunktion | disjunktion | implikation
I symboler: )4 q PAq pVgq p—q
Moijlighet (1): S S S S S
Magjlighet (2): S F F S F
Mojlighet (3): F S F S S
Mojlighet (4): F F F F S

2.10 Konnektiver, alternativa uttryckssitt
Det ricker med negation och konjunktion for att uttrycka hela satslogiken. Exempelvis giller:

”pV ¢” dr samma som "= (—p A —q)”

”p — ¢” dr samma som "—(p A —q)”

Sadana samband kan kontrolleras med hjilp av sanningsvirdestabeller, i vilka man gar ige-
nom alla tinkbara sanningsvirdestilldelningar till de enkla satserna. Varje uttryck har ett huvud-
tecken, den operator varmed uttrycket dr sammansatt. Varje uttrycks sanningsvirde kan dirfor
placeras under uttryckets huvudtecken.

Ovanndamnda samband kan kollas med den s.k. tabellmetoden. ”pV ¢ édr ekvivalent med

~(mpA—g)™:

2

lp vV qg[-( = p A = q)]
S SS/S FSF F S
S S F|S FSF S F
F S S'S S F F F S
F F FIF S F S S F
”p — ¢” dr samma som "—(p A —gq)”:
P — q|-Cp N - q)]
S S S|S S F F S
S F FIF S S S F
F S S/S FF F S
FS F|IS F F S F

3 Predikatlogik I: individer och predikat

3.1 Individkonstanter

Vi behover ocksa namn pa objekt i logiken. Dessa namn kallas individkonstanter. (Exempel
i ndsta avsnitt.) Termen individ star i detta sammanhang bara for ett godtyckligt objekt. En
individ kan alltsa vara vad som helst.

Logiken i sig sdger ingenting om vad som skall riknas som en individ. Det beror mer pa
vilken teori eller vilket sprak man befattar sig med.

Nir man analyserar naturligt sprak kan man ténka att individkonstanter skall motsvara namn.
Namn ir uttryck som star for bestimda objekt pa ett forhallandevis stabilt sétt. Uttryck (ord)



som Uppsala, Uppsala universitet, Putin, Silverbibeln, Eiffeltornet, och Duman &r exempel pa
typiska namn. Pronomina syftar pa saker pa ett mer dynamiskt sitt, beroende pa situationen,
och riknas inte som namn. Exempel pa pronomina den, hon, och vi. Artnamn (vanliga typen av
substantiv) star for egenskaper eller typer av saker och fungerar inte heller som namn. Exempel
pa sadana: person, stad, hund och bord.

3.2 Predikat

Termen predikat ticker in egenskaper och relationer. Predikat prediceras om individer, och vi
far utsagor som &r sanna eller falska. Predikaten representeras av speciella symboler som vi
bestdmt skall ha denna funktion. De &r indelade efter stéllighet, som anger antalet argument.

3.3 [Egenskaper = enstilliga predikat

Egenskaper motsvarar predikat med stilligheten ett. De dr sanna om individer som har egenska-
pen ifraga och falska annars.

Om vi tinker oss att individkonstanterna s och r star for Mona Sahlin respektive Fredrik
Rheinfeldt och predikatet M for egenskapen att vara moderat, sa blir satsen M(s) (Mona Sahlin
dr moderat) falsk och M(r) (Fredrik Rheinfeldt dr moderat) sann.

Vi kan kombinera dessa med hjilp av konnektiver:

M(s) AM(r): Bade Mona Sahlin och Fredrik Rheinfeldt dr moderater (falskt)
M(s)V M(r): Mona Sahlin eller Fredrik Rheinfeldt dr moderat (sant)

Fraga (2): Ga igenom samtliga ordklasser och forsok hitta nagra bra exempel pa ord som star
for enstilliga predikat i var och en av dessa. Inom vilka ordklasser verkar enstilliga predikat
hamna?

3.4 Tvastilliga predikat, en typ av relationer

Vi kan ocksa tinka oss predikat som prediceras om tva individer i taget. Pa sa sitt kan vi fanga
relationer. En sats som G(p,[) kan da motsvara Pelle gillar Lisa om G svarar mot relationen
gillar. Vi kan negera: —~G(p,[) kan da motsvara Lisa gillar inte Pelle. Vi kan skapa konjunktio-
nen G(p,l) A—G(p,l) som pa svenska kanske blir Pelle gillar Lisa, men Lisa gillar inte Pelle
(Ordet men svarar mot logisk konjunktion, men antyder — till skillnad mot och — att en kontrast
foreligger.)

Fler exempel:

Uppsala ligger i Uppland.
I(”l ) MZ)

Pelle och Lisa gillar varandra.
(Pelle gillar Lisa och Lisa gillar Pelle.)

G(p,l) NG(l,p)



Pelle och Lisa gillar inte varandra.
(Pelle gillar inte Lisa och Lisa gillar inte Pelle.)

(=G(p,1)) N=G(L, p)

Gustav Vasa och Johan Il dr begravda i Uppsala.
B(g,u1) NB(j,u1)

Gustav Vasa och hans son Johan Il dr begravda i Uppsala.
B(g,u1) NS(j,g) AB(j,u1)

Gustav Vasa dr begravd i Uppsala eller i Riddarholmskyrkan.
B(g,u1)V B(g,r)

Fraga (3): Ga igenom samtliga ordklasser och forsok hitta nagra bra exempel pa ord som stéar
for tvastalliga predikat i var och en av dessa. Inom vilka ordklasser verkar tvastilliga predikat
hamna?

4 Predikatlogik II: generella och existentiella satser (kvanti-
fikation)

4.1 Viktiga begrepp sa hir langt

Vi skall nu bygga vidare pa de byggstenar i logiken som vi tidigare infort. Det nya hir ar
variabler (som vi skriver x, y, z) och kvantifikatorer, existenskvantifikatorn — vars symbol ar
”3” — och allkvantifikatorn (’V”). Vi kan siga att vi har fyra typer av konstruktionselement sa
hér langt:

(1) Negation:
godtycklig sats: | dess negation:
I symboler: p -p
Mojlighet (1): S F
Moijlighet (2): F S
(2) Konnektiver:
sats (1) | sats (2) | konjunktion | disjunktion | implikation
I symboler: )4 q PAq pVq p—q
Mojlighet (1): S S S S S
Mojlighet (2): S F F S F
Mojlighet (3): F S F S S
Magjlighet (4): F F F F S

(3) Individkonstanter 4r namn pa objekt i logiken. Vi skriver med med gemener.

(4) Predikat prediceras om individer, och vi far utsagor som dr sanna eller falska. Vi skriver
dem med versaler. Syntaktiskt sett kan predikat appliceras pa individkonstanter. Dessa &r da



argument till predikatet.

Enkelt exempel i detalj:

Svenska: Fredrik Rheinfeldt dr moderat

Predikatlogik: M(r).

Individkonstant: r. Avsikt: r star for Fredrik Rheinfeldt.
Predikat: M. Avsikt: M star for (egenskapen att vara) moderat.
Syntax: i M(r) &r r argumentet till M.

4.2 Generalitet

En viktig sak i sprak och tinkande dr att kunna fanga generella samband. All tillimpning av
kunskap maste ju borja med att man kidnner igen en ny sak som ett exempel pa nagon tidigare
kdnd mer abstrakt typ. Ndr man stoter pa en tomat i affaren, som man kanske viljer att kdpa, sa
kdnner man igen objektet ifraga som just en tomat. (En ovanlig typ av tomat skulle man kanske
inte kdnna igen.) Kanske vet man sedan tidigare att tomater generellt sett dr vilsmakande och
nyttiga, och man drar slutsatsen att just denna tomat ar nyttig och vilsmakande. Generalitet dr
pa detta sitt en aspekt av all kunskap som man kan anvinda for att orientera sig i nya situationer.

Lat oss @n en gang betrakta satsen Om du dr i Goteborg, sa dr du vid vistkusten. 1 detta
sammanhang kan du tinkas representera en godtycklig person. Satsen kan ddarmed, som sagt,
ses som en generell ”geografisk” sanning.

Vi skulle ocksa kunna uttrycka oss pa sétt som dessa:

Om man dar i Goteborg, sa dr man vid vdstkusten.

Om en godtycklig individ dr i Goteborg, sd dr den vid viistkusten.

Vi kan ocksa anvinda variabler, t.ex. x, som i matematisk notation: Dessa variabler star for
individer, men det ér Oppet vilka. De kan sta pa samma platser som individkonstanter, alltsa som
argument till predikat.

Om x dr i Goteborg, sa dr x vid viistkusten.
Om vi vill vara extra tydliga med att detta géller generellt skulle vi kunna skriva:
Det gdiller generellt, for alla x, att om x dr i Goteborg, sa dr x vid vistkusten.

Om vi nu infor individkonstanterna g och v for Goteborg, respektive vistkusten, samt pre-
dikatet B for att befinna sig i eller vid en plats, sa far vi (pa ett blandsprak):

Det giller generellt, for alla x, (B(x,g) — B(x,v))



Nu kan vi tidnka oss att denna generalitet omfattar fyra logiskt mojliga fall, varav en utesluts
av exempelsatsen. (Satsen dr sann och det handlar om uteslutandet av en “geografisk omgjlig-
het”):

B(x,g) | B(x,v) | (B(x,g) — B(x,v)) | exempelsituation
S S S x dr i Goteborg och vid viistkusten. (Ténkbart.)
S F F x dar i Goteborg, men inte vid viistkusten. (Uteslutet.)
F S S x dr i Halmstad och vid viistkusten. (Tinkbart.)
F F S x ar i Uppsala och inte vid vdstkusten. (Tankbart.)

Fraga (4): Analysera pa detta sitt foljande satser:
(a) Alla roda tomater dr mogna.
(b) Gronsaker dr goda och nyttiga.

Satsen Det gdller generellt, for alla x, (B(x,g) — B(x,v)) vill vi kanske komprimera lite
mer. Det hiar med generalitet dr ju sa viktigt att det kan vara lampligt med en sirskild symbol
for det. Vi har for det indamalet allkvantifikatorn (V).

Vx(B(x,g) — B(x,))
Lat oss ta ett annat exempel (pa en rimligtvis falsk sats):

Om man dr i Goteborg, sa dr man pa Kungsportsavenyn (k).
(Alla som dar i Goteborg dr pa Kungsportsavenyn (k).)
Vx(B(x,g) — B(x.k))

Men det dr inte sant, sa om vi negerar far vi en sann sats:

Det dr inte (generellt sett) sa att om man dr i Goteborg, sd dr man pa Kungsports-
avenyn.

(Alla som dr i Goteborg dr inte pa Kungsportsavenyn.)
~Vx(B(x,g) — B(x,k))

Vx(B(x,g) — B(x,k)) dr falsk eftersom, sidg en godtycklig person som befinner sig pa Backa-
plan som virde pa x skulle gora implikationen (B(x,g) — B(x,k)) falsk, och dirmed Vx(B(x,g) —
B(x,k)).

Fler exempel (rimligtvis sanna eller nédstan sanna utsagor):

Inte alla tomater (T ) dr roda (R).
—Vx(T (x) — R(x))

Inga tomater (T ) dr lila (L).

(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))

Inga grona paprikor dr mogna.
Vx[(G(x) AP(x)) A—=M(x)]
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Inte alla paprikor dr grona.

—Vx[P(x) — G(x)]

Alla paprikor dr grona eller roda.
Vx[P(x) = (G(x) VR(x))]

Alla paprikor som dr gula eller réda dr mogna.
Vx[(P(x) A (G(x) VR(x))) — M (x)]

Ingen som dr i Goteborg befinner sig pa Sergels torg (s).
Vx(B(x,g) — —B(x,s))

Ingen befinner sig (samtidigt) i Goteborg och pa Sergels torg.
Va-(B(x.g) A B(x,s))

Inte alla befinner sig i Goteborg eller pa Sergels torg.
~vx(B(x,8) V B(x,s))

4.3 Multipel” generalitet

Vi kan kombinera tva eller fler komponenter av generalitet i en utsaga, t.ex. uttala oss generellt
om apelsiner och citroner:

Citroner (C) dr surare dn (S) apelsiner (A).
(Vi kan forsta det som: Varje citron dr surare dn varje apelsin.)
Vavy((C(x) AA(y)) — S(x,y))

4.4 Existentiella satser

Vi har hittills enbart sett pa det fallet da variabler kopplats till generalitet, alltsa till ”V”. Men
det gar dven att knyta en variabel till kravet att det skall finnas minst ett objekt som kopplat
till variabeln gor den aktuella formeln sann. Motsvarande symbol dr ”3”. V" och 73" kallas
kvantifikatorer och fungerar syntaktiskt sett pa samma sitt. De ”’binder” variabler.

Det finns tomater (T ) som dr roda (R).

(Mer strikt: Minst en sak dr en tomat och rod. Eller: Minst en sak dr en rod tomat.))
Ax(T (x) AR(x))

Det finns tomater (T ) som inte dr roda (R).

(Mer strikt: Minst en sak dr en tomat och inte rod)
Ax(7T (x) A—R(x))

Det finns inte lila tomater.

(Ingen sak dr en tomat och (samtidigt) lila.)
—3x(T (x) AL(x))

Denna sista sats dr synonym med denna (som vi hade ovan):

Inga tomater T dr lila (L).
(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))

Mer om denna synonymi nedan.
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4.5 Sambandet mellan existentiella och generella satser

Sammanfattningsvis dr det sa att om vi har en formel med en variabel i, sa kan vi sdtta samman
den med en operator som binder variabeln. I predikatlogiken brukar man anvinda tva sadana
operatorer, existenskvantifikatorn — vars symbol dr ”3” — och allkvantifikatorn (”V”’). Dessa
kombineras med en variabel — den variabel som binds — och kopplas samman med en formel.
De kan forstas pa foljande sitt (x kan vara vilken variabel som helst:

”3Ix...” — det giller for nagot x att ... eller det finns minst ett objekt som kan
kopplas till x sd att ... blir sann. (Variabeln x binds av ”3”.)

”Vx...” —det giller for alla x att ... eller oavsett vilket objekt som kopplas till x sa
blir ... sann. (Variabeln x binds av V")

Egentligen behovs bara en av de bada kvantifikatorerna, eftersom den ena kan definieras
med hjilp av den andra och negation. Att alla objekt uppfyller ett visst villkor innebir att det
inte finns ndagonting som inte uppfyller villkoret ifraga. Och att minst ett objekt uppfyller ett
villkor innebdr att inte alla objekt icke-uppfyller villkoret. I predikatlogikens notation kan vi
uttrycka detta sidlunda:

”Ix[F (x)]” betyder ”—Vx[-F (x)]”.
"Vx[F (x)]” betyder ”—3x[-F (x)]”.

”F (x)” star hir for vilket villkor som helst, d.v.s. en godtycklig formel som innehéller variabeln
X.

Konsekvensen av dessa samband dr att man kan betrakta en kvantifikator som grundldaggan-
de, men det ar praktiskt att ha bada for att slippa skriva ut de negationer som skulle behévas om
man bara hade den ena.

Med hjilp av dessa samband och nagra ur satslogiken kan man visa varfor féjande synonymi
rader:

Inga tomater (T) dir lila (L).
(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))
Det finns inte lila tomater.
(Ingen sak dr en tomat och (samtidigt) lila.)

—3x(T (x) AL(x))

Vi har: Vx(T (x) — —L(x)) (1)
Vi har tidigare sett: ”p — ¢” dr samma som "—(p A —¢q)” ()
Alltsa, ur (1) och (2): Vx— (T (x) A —=—L(x)) 3)
Alltsa, ur (3), da dubbla negationer tar ut varandra: Vx— (7 (x) A L(x)) 4)
Om vi tillimpar ekvivalensen mellan "Vx[F (x)]” och ”—3x[~F(x)|” pa (4), sa far
vi:

—3x——(T (x) AL(x)) (5)

Alltsa, ur (5), da dubbla negationer tar ut varandra: —3x(7 (x) A L(x))
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Fraga (5): Analysera dessa meningar pa samma sétt som de tva forsta:

Pelle gillar alla hundar. Vx[H(x) — G(p,x)]
Ndgon gillar Pelle. W[G(x, p)]

Det finns paprikor som varken dr gula eller roda.

Pelle gillar inte nagon.

Ingen gillar Pelle.

Det finns en hund som Pelle gillar.

Det finns en hund som Pelle inte gillar.

Alla hundar gillar Pelle.

Inga hundar gillar Pelle.

Endast hundar gillar Pelle.

4.6 Exempel med multipel kvantifikation

I manga utsagor kombineras fler &n tva kvantifikationer. Dessa kan analyseras med hjilp av
predikatlogik:

Ingen gillar alla hundar.
~3x[Vy[H(y) — G(x,y)]]

Det finns en katt som inte gillar nagon hund.
(K (x) A —Fy[H (y) A G(x,y)]
Alla ménniskor har en fader och en moder.
Vx[Mi (x) — Jy[F[F (y,x) A M2 (z, )]

Alla katter gillar alla hundar.
Vx[Vy[(K(x) AH(y)) = G(x,y)]]

Fraga (6): Analysera dessa meningar pa samma sitt som ovan:

Alla katter gillar sig sjdlva.

Det finns en katt som alla hundar gillar.
Det finns en katt som gillar alla hundar.
Pelle ser en hund och en katt.

Ingen mdéinniska har sett en enhorning.

4.7 En definition och dess logiska struktur

Begreppet helbror har ett forhallandevis precist innehall. Vi skulle kunna definiera det pa fol-
jande sitt:

Det gdiller for alla X och Y —d.v.s. oavsett vilka objekt vi later X och Y representera
—att
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[definiendum] X ar helbror till Y
om och endast om
[definiens] X och Y ir tva olika personer och

X dr man och

det finns tva objekt Fy och F»

som dr sdadana att
F ar fordlder till X och
F, dr fordlder till X och
Fy ar fordlder till Y och
F> ar fordlder till Y.

Uttrycket om och endast om uttrycker nddvindiga (endast om) och tillrackliga (om) villkor.
Det svarar mot ett konnektiv som &r sant da delsatserna har samma sanningsvérde, alltsa ér tva
sanna eller tva falska satser. Detta konnektiv brukar heta ekvivalens, och uttrycks med symbolen
"«’, p «> g innebir alltsa att p och g har samma sanningsvirde. Lat oss jamfora det med vara

tidigare konnektiver:

sats (1) | sats (2) | konjunktion | disjunktion | implikation | ekvivalens
I symboler: p q PAg pPVg P—q Pq
Mojlighet (1): S S S S S S
Maojlighet (2): S F F S F F
Mojlighet (3): F S F S S F
Mojlighet (4): F F F F S S

p < ¢’ sdger samma sak som ’(p — g) A (¢ — p)’, vilket forklarar symbolens utseende

(6msesidig implikation, s.a.s.).

lp = q|l(lp—=q9 AN (@—p)]
S S S S S S
S F F F F S
F F S S F F
F S F S S S

Predikatlogiken tillater oss ocksa att formalisera en sadan definition. Vi far da en formel av

detta slag. Den &r uppstilld sa att strukturen framgar tydligt.

VxVy (

B(x,y) <

(=(x=y)A

M(x) A

dz1 3z (z1 £ 22N
F(z1,x) A
F(z,x) A
F(z1,y) A
F(22,9))))
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